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1シンク関数と読む
A．2ヤコビ楕円関数
A．2　ヤコビ楕円関数
　本節では、ヤコビの楕円関数の基本的な性質について述べる［107］。特に第2次高調波発生の振
る舞いを理解する上では、ヤコビの楕円関数の1つである、sn　2が重要である。ヤコビの楕円関数
の1つであるsnの定義は、
　　　　　　　　　　　　一∬（漏一曲）　　（A・5）
である。これは、母数kによるので，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　u＝sn－1（x，　k）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．6）
と書く。逆を取ると、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　x＝sn（u，　k）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．7）
となる。sn（u，　k）は、　le　・Oの時sin（u）と一致する。又、　sinに似た性質を持つ事からこの記号が
用いられる。sn同様、　cn，dn　3を定義する。
　　　　　　　　　　　　　　　cn2（u）　・＝　1－sn2（u）　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．8）
　　　　　　　　　　　　　　　dn2（u）　＝　1－k2dn2（u）　　　　　　　　　　　　　　　（A．9）
k＝Oに対してこれらの関数は、
　　　　　　　　　　　　　　　　sn（u，　O）
　　　　　　　　　　　　　　　　cn（u，0）
　　　　　　　　　　　　　　　　dn（u，　O）
となり、k＝1に対しては以下の様になる。
＝sin（u）
：COS（U）
＝　1
sn（u，1）　＝　　tanh（u）
cn（u，1）　＝＝　dn（u，1）＝sech（u）
（A．10）
（A．11）
（A．12）
（A．13）
（A．14）
2エスエヌと読む。
3シーエヌ、ディーエヌと読む。
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A．3ガウス分布（正規分布）
A．3　ガウス分布（正規分布）
A．3．1　1次元ガウス分布
　1次元正規分布の確立密度関数は以下のように与えられる［108，109］。
　　　　　　　　　　P（・）一斎一窄）2］（一・・＜・＜・・）　（A・15）
故に、1次元正規分布は、μとσを指定する事により一意的に決定する。μとσ2は、それぞれ分
布の平均値と分散を表す。以下では、平均値と分散を計算する。まず平均値は、
　　　　　　　　　　E（・）一隠吻（・）一詣隠脚卜（¢差飾・
　　　　　　　　　　一毒瓜脚（Z22）d・＋毒瓜鋤甲cか
　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　＝〉簾　　　　　　　　　　　dx
　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　び　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　衙　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　2　　◎◎　　　　　2　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　び　　　　　　　　　　　z
　　　　　　　　　　＝一薪　　　一互　　＋マ薔　　　　一万
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一◎◎
　　　　　　　　　　＝σ2
となる5。
A．3．2　2次元ガウス分布
　2次元正規分布の確立密度関数は以下のように与えられる［108，109］。
　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　P（x，”）＝2π卿π7
　　　　　　　exp｛－2（i－1－：、・）［（弩ダー2ρ（∬一麟幽）＋（U｝gy・）2］｝
　42行目から3行目の式展開に、瓜exp（－x2／2）（in　＝〉鯨を用いた。
　55行目から6行目の式展開に、部分積分∬∫（x）g’（x）dS　・＝［f（⑳）g（x）蝪一∬∫’＠）g（x）dvを用いた。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　125
　　　　　　　　　　＝μ
である4。ここでz＝（¢一μ）／σと変数変換した。分散は、
　　　　　　　　　　v（・）＝　f．Zx2dp（．）一［隠聯）］2
　　　　　　　　　　　隠畑一2［隠聯）］2＋［隠聯）］2
　　　　　　　　　　　隠蜘）－2μ鷹聯）＋μ2隠吻（・）
　　　　　　　　　　　　　　　lt（x　一　pa）・　・xp　［一（劉
隠蜘（）d・
　 ！即（）］　膿即（）d・
（A．16）
（A．17）
（A．18）
A，3ガウス分布（正規分布）
ここで、ρは相関係数である6
　まず、xに関する周辺確立分布を求める。
Px（・）一瓜P（噛一蹴2π免σ“1》r＝ア
脚｛一2（1圭〆）［讐）22ρ岡（y一μ〃）
　　　　　　　　　　　　　　　1
　2πσ｛じ＞9　　　　　　　　　2（1一ρ2）
　　　　1　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　2（1一ρ2）
＝＝
@隠・xp卜2（　11一ρ2）（…一・P・x）21d・
1隠・xp［－
2πσx＞a，一，za・xp｛－
　　2π1一ρ）
一毒・xp［一（x一μω2σ茎）2］
＋（y一μ〃ﾐ多）2 n｝dy
（・z－2脳＋・多）］d・・
［（・ザρ・の2＋（1一ρ2）・Z］｝d・y
　　　　］・毒即（場2）
（A．19）
ここで、Zx＝（x　一　ptx）／ax，　Zy＝（y一μ〃）／ayである。　xに関する周辺確立分布は、1次元のガウ
ス分布となっている事が分かる。同様にして、yに関する周辺確立分布を求める事ができる。
　次に、yが固定された時のxの条件付確立分布Pxly（xly）を計算する。　P（x，　y）とPxly（xly）の関
係は、周辺確立分布Py　（y）を使い、
　　　　　　　　P（x，y）・＝　pxly（xlY）Py（y）⇒P吻（xly）＝P（x，　y）／Py（y）
となる。よって、条件付確立分布Pxly（xly）は、
　　　　　　　　　　ル帥）－2。％11一ρ即｛一（z。．一、PZy）22（1一ρ2）｝
　　　　　　　　　　桐1レρ∞Φ｛［x一μ・・一ρ舞（・一μ・　　　　　2σ睾（1一ρ2））］2｝
である。同様にして、条件付確立分布Pylx（ylx）も、計算する事ができる。
（A．20）
（A．21）
6相関係数ρと共分散a。yは、ρ＝銑の関係で結ばれる。
126
127
付録B
B．1　非線形屈折率
B．1．1　カスケード効果
　カスケード効果は、基本波（周波数ω）から発生した第2次高調波（2ω）とその第2次高調波と
基本波による差周波発生過程をにより引き起こされる現象であり、強度に依存した屈折率変化を
引き起こす。カスケード効果は2次の非線形感受率に起因する現象であることから、位相不整合
の大きさをうまく調整する事でカー効果と比べ弱い強度で大きな位相シフトを得る事が可能であ
る。詳しくは、2．2．2第2次高調波発生（高変換効率）を参照。
B．1．2　光カー効果（自己位相変調と交差位相変調）
　光カー効果は、結晶中の電場強度に依存した屈折率変化を引き起こす現象であり、3次の非線形
光学効果に起因する。以下でカー効果を理論的に導出する。結晶中を下記の様な単色光が伝播し
ている場合を考える。
　　　　　　　　　　　　　E（・，・t）一卸・一’（klz－Wlt）＋c…　　　　　　（B・1）
3次の非線形相互作用としては以下のものが考えられる［110］。
　　　　　　　　　　P（3）（・，t）－1・・」（1（3）［IE・、1・EWi・一・（・・z－w・t）＋c…］　　（B・2）
これはEω、が自分自身と非線形相互作用している事を示す。式2．16より、
　　　　　　　　　　　　　III．7Ewi一撫μ゜）C（・）IE・、1・Ewi　　（B・3）
となる。結晶中での損失は0とした（α1＝・　O）。又、ω一ω1＋ω1＝ω1であるから位相整合は常
に成り立つ（△k＝・O）。この時電束密度Dωiは1、
　　　　　　　　　　　　　　D。、一・・E。、＋璃＋璃L
　　　　　　　　　　　　　　－・・（1＋X（・））EWi＋1…c（・）IEwil・EWi
　　　　　　　　　　　　　　＝・　E・ηぎ轟、　　　　　　　　　　（B．4）
1xが十分小さい時、（1＋x）n　or　1＋nxを用いる。
B．1非線形屈折率
ここでneffは、実効的な屈折率である。3次の非線形性がない場合の通常の屈折率をnとすると2
　　　　　　n…一・＝（・2＋1・（3）IE・、　12）1／2・n＋蓋X（・）IE・，・12…・n＋n・・wi　（B・5）
　　　　　　　・・一象～傷X（3）　　　　　　（B・6）
となる。n2は非線形屈折率と呼ばれる。この様に屈折率が自分自身の強度に比例する。この効果
は自己位相変調とも言われる。
　次に電場中を以下の2色の場が伝播している場合を考える。
　　　　　　　　　E（・，t）越馬・－i（’1・・－tU・t）＋卸・－i（・・z－w・t）＋c…
単色場の場合と同様に、周波数がω1となる3次の非線形分極は以下となる。
　　　　P（3）（z，t）－1・・X89）【1・E・、　1・E・・、・－i（’e・z－w・t）］＋1・・X鍔【IEw21・EWi・一・（・…－w・t）】
この場合も位相は常に整合される。この時の電束密度Dω、は、
　　　　　　　　　　D。、＝・・E。、＋君｝1＋城L
　　　　　　　　　　－・・（1＋）（（・））EWi＋2・・（X8・？IEwil・＋2X骸1・）EtU、
　　　　　　　　　　＝・。π竃仔Eω1
である。よって先程と同様、
　　　　　　　　　　　　　n・…一（・・＋IX9）IE・、1・＋謳）IE・、1・）・／・
　　　　　　　　　　　　　一＋晶X胸・＋蓋X偬1馬1・＋…
　　　　　　　　　　　　　tn＋n2，ω、　lw、＋2π2μ、Jw、
　　　　　　　　　　　　　・・べ轟～傷魂）
（B．7）
（B．8）
（B．9）
（B．10）
（B．11）
となる。これは、ω1の光が自分自身とω2の光の強度に比例した屈折率変化を受けている。ω2の
光に比例した屈折率変化を交差位相変調という。
】3．1．3　パルスチャーピング
　パルス光が自己位相変調を受けた場合、空間的時間的な強度の差からピーク強度付近は比較的
大きい屈折率を感じる。他方、パルスの立ち上がり立ち下り部分はピークに比べ感じる屈折率が
小さくなる。これにより、パルス内の位相関係は不揃いとなり、周波数広がりが起こる。これを
パルスチャーピングという［110］。式B．3を規格化電場強度へ変換する。
　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　薦σ（・・T）＝：　一一i，cwi　lσ（・・T）IU（・，　T）　　　　　（B・12）
　23次の非線形性が無視できる場合（つまりX（3）に対しEω、が十分小さい）、Dω｛1＝　Con2Eω、となる。
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B．1非線形屈折率
1σ（0，0）12＝1となるよう規格化されており、σ（z，T）はパルスの時間波形が考慮された関数とす
る。κω、は3次の非線形感受率に比例する定数である。T　・＝　t－z／Vgであり、　tが時間、　zが伝播
方向、Vgが群速度である。式B．12の解は、
σ（z，T）　＝　　U（0，　T）exp［－iipNL（z，T）】
　φNL　＝　1σ（O，　T）12κω、　z
（B．13）
（B．14）
T＝0の時位相シフトは最大となる。自己位相変調による中心周波数からの広がりは以下の式で
表せる。
　　　　　　　　　　　　δω（・，T）一一∂1多L一σ留丁）12・W、・　　（B・15）
これにより、パルスの位置により周波数が異なる事が分かる。
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